
 

 

 

 

 

 

 : مشتقفصل چهارم
       های درسی »حساب دیفرانسیل و انتگرال« مشتق به طور دقیق با حد تعریفدر کتاب معمولاً

 دکارتوسط تاز پیدایش هندسه تحلیلی  بعد. مشتق مطرح شد ابتداشود،اما در تاریخ ریاضیات می

سرعت  مفهوم مشتق از تلاش ریاضی دانان برای حل مسائلی مانند یافتن خط مماس بر منحنی و یا

                اولین صورت بندی ولی .ی یک متحرک شکل گرفت و در آثار ریاضی دانان ظاهر شدلحظه

       پدیدار شد.تس یلایپ نو  نیوتن مند آن در کارهایرضایت

                                                                                                         نسبت تغییرات -1

مفهوم مشتق بررسی تغییر یک کمیت نسبت به تغییر کمیت دیگر است، هنگامی که تغییرات بسیار 

 اندک باشد.

    سرعت لحظه ای 

گیریم و فرض کنیم متحرکی از یک نقطه روی این خط شروع نظر میخط راست جهت داری را در   

𝑠به حرکت کند و  = 𝑓(𝑡) ی حرکت این متحرک نسبت به زمان معادله𝑡 .باشد 

 

 

 

,  ∘𝑡]یسرعت متوسط در بازه 𝑡]     تقسیم بر زمان سپری شده یعنی ،شدهمسافت طی  با برابر است    

 𝑣 =  
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡∘)

𝑡−𝑡∘
𝑡ی برای اینکه بدانیم سرعت در لحظه  = 𝑡∘ ی چقدر است باید فاصله[𝑡∘  , 𝑡]    

ای متحرک در میل کند. بنابراین سرعت لحظه ∘𝑡 به سمت tبه بیان ریاضی باید  .را کوچک کنیم

𝑡ی   لحظه = 𝑡∘  به صورت زیر تعریف می شود: 

                                     𝑣(𝑡∘) = lim
𝑡→𝑡∘

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡∘)

𝑡−𝑡∘
   

  .ای مشتق مسافت نسبت به زمان استسرعت لحظهبنابراین 

𝑡∘ 𝑡 

𝑠 = 𝑓(𝑡) 
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𝑦 ی با ضابطه xبا کمیت  yاگر کمیت  به طور کلیتر  = 𝑓(𝑥) آهنگ تغییر  ،معین شده باشد

𝑥ی در نقطه xنسبت به  y )لحظه ای( = 𝑎 به صورت 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑥ی در نقطه xبه نسبت 𝑓(𝑥)عبارت مشتق.این شودتعریف می = 𝑎 .نام دارد 

 

 مماس بر منحنی

 :در دو شکل زیر شهودیبه طور 

 

 

 

 

 

 بر منحنی مماس نیست.  𝐿2بر منحنی مماس است ولی خط   𝐿1خط  

کند و بر خطی که عبور می A، خطی است که از نقطه  Aدر یک نقطه مانند خط مماس بر دایره     

 .کند عمود باشدعبور می Aاز مرکز دایره و نقطه 

 

 

 

 

      هذلولی و سهمی( با توجه به شکل هندسی آنها  –همچنین برای دیگر مقاطع مخروطی )بیضی 

های دلخواه خط مماس چگونه باید تعریف شود؟ توان خط مماس را تعریف کرد. ولی برای منحنیمی

 تلاش برای پاسخ به این سوال در قرن هفدهم میلادی منجر به تعریف مشتق شد.

    

,∘𝑃∘ (𝑥ی نقطه  𝑦∘)  را روی منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥) ی متحرک گیریم و فرض کنیم نقطهدر نظر می

𝑃(𝑥, 𝑓(𝑥)) .روی منحنی باشد 

 

 
 

 

 

 

 

𝑥 

𝑃 

𝑦∘ 

𝑓(𝑥) 

𝑃∘ 

𝑥∘ 

𝐿2 

a 

𝐿1 

a 

𝐶 

𝐴 
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𝑚 𝑃∘ 𝑃̅̅        برابر است با:    𝑃  و  ∘𝑃 شیب خط گذرنده از دو نقطه ی  ̅̅ ̅̅ =
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
 

𝑃∘ 𝑃̅̅ خط قاطع  𝑃  به نقطهی  ∘𝑃 ی  نزدیک شدن نقطهاکنون با  ̅̅ شود که آن را به خطی نزدیک می  ̅̅

,∘𝑃∘ (𝑥 ی در نقطه fخط مماس بر منحنی  𝑥) نامند، شیب این خط برابر است بامی:  

𝑚 = lim 
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

𝑥 − 𝑥∘
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥در   xنسبت به   𝑓(𝑥) مشتق ،به عبارت دیگر شیب خط مماس = 𝑥∘ .است  

 همانطور که دیدیم هم سرعت لحظه ای و هم مماس بر منحنی با مشتق قابل بیان هستند.

 

𝑦فرض کنیم تابع  .تعریف مشتق = 𝑓(𝑥) یدر اطراف نقطه 𝑥 = 𝑥∘  تعریف شده باشد در این

 :به صورت زیر است ∘𝑥ی در نقطه fصورت مشتق 

�́�(𝑥∘) = lim 
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

𝑥 − 𝑥∘
 

𝑥را در    𝑓(𝑥)در صورتی که این حد عدد شود،  = 𝑥∘  نامند.مشتق پذیر می 

 

𝑥∆اگر   = 𝑥 − 𝑥∘    مشتق f  به صورت زیر تبدیل می شود: 

�́�(𝑥∘) = lim  
∆𝑥→∘

𝑓(𝑥∘ + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

∆𝑥
 

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . مثال =
1

𝑥
𝑥ی را در نقطه    =  بیابید.   3

  حل.

  

  �́�(3) = lim  
𝑥→3  

𝑓(𝑥)−𝑓(3)

𝑥−3
= lim  

𝑥→3  

1
𝑥

−
1
3

𝑥−3
= lim  

𝑥→3  

3−𝑥

3 𝑥

𝑥−3
=

−1

6
    :نبنابرای     

�́�(3) =
−1
6

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  .مثال = 𝑥2     را در𝑥 =  بیابید و سپس آن را تفسیر کنید.  1

𝑃∘ 

𝑥∘ 
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�́�(1)           حل. = lim  
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim  

𝑥→1 

𝑥2−1

𝑥−1
= �́�(1)  : پس     2 = 2 

 

𝑦∆  :کنیمفرض  = 𝑓(𝑥) − 𝑓(1)    و       ∆𝑥 = 𝑥 −  بنابراین:         1

�́�(1) = lim  
𝑥→1  

∆𝑦

∆𝑥
= 2 

𝑦∆ .باشد 1نزدیک  xاگر  ≅ 2∆𝑥    یا   
∆𝑦

∆𝑥
≅  yتغییرات  ،1 های نزدیک xیعنی به ازای   2

 است. xبرابر تغییرات  2تقریبا 

 

 مشتق توابع -2

𝑥در   𝑓(𝑥)اگر تابع  قضیه. = 𝑎   مشتق پذیر باشد، آنگاهf  در𝑥 = 𝑎 .پیوسته است 

lim             : باید نشان دهیم اثبات. 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
𝑥→𝑎                                   

 

lim 
𝑥→𝑎  

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
.(𝑥 − 𝑎)

     

 

= lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
lim 
𝑥→𝑎  

(𝑥 − 𝑎) = �́�(𝑎) ×∘ = ∘ 

 بنابراین:  

lim 
𝑥→𝑎  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 قواعد مشتق گیری

 عددی ثابت باشد. kتوابعی مشتق پذیر و  gو  fفرض کنیم 

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) ́  = �́�(𝑥) ± �́�(𝑥) 

 

(𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)) ́ = �́�(𝑥).𝑔(𝑥) + �́�(𝑥).𝑓(𝑥) 

 

( 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) ´ =

�́�(𝑥).𝑔(𝑥) − �́�(𝑥).𝑓(𝑥)

𝑔2(𝑥)
   ,   𝑔(𝑥) ≠∘ 

 

                                         (𝑘𝑓(𝑥)) ́ = 𝑘�́�(𝑥) 

=∘ ́(𝑘) 
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    های مشتق فرمول

 :جبری مشتق توابع

(𝑥𝑛) ́ = 𝑛𝑥𝑛−1   ,     𝑛 ∈ ℝ                       ب(    (. 𝑥  باشد >∘   ( برای  بعضی 𝑛 ها  باید 

 

(√𝑥) ́ =
1

2√𝑥
   

 

(√𝑥
3

) ́ =
1

3√𝑥2
3

   

 

(
1
𝑥

) ́ =
−1

𝑥2
   

 

 :توابع مثلثاتیمشتق 
(𝑠𝑖𝑛𝑥) ́ = 𝑐𝑜𝑠𝑥   

(𝑐𝑜𝑠𝑥) ́ = −𝑠𝑖𝑛𝑥   
 

(𝑡𝑎𝑛𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
   

(𝑐𝑜𝑡𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐2𝑥 =
−1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

 
(𝑠𝑒𝑐𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥 
(𝑐𝑠𝑐𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐𝑥.𝑐𝑜𝑡𝑥 

 :مشتق توابع وارون مثلثاتی

(𝑠𝑖𝑛−1𝑥) ́ =
1

√1 − 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑠−1𝑥) ́ =
−1

√1 − 𝑥2
 

 

(𝑡𝑎𝑛−1𝑥) ́ =
1

1 + 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑡−1𝑥) ́ =
−1

1 + 𝑥2
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 :ایی و لگاریتمیممشتق توابع ن
(𝑒𝑥) ́ = 𝑒𝑥 

(𝑎𝑥) ́ = 𝑎𝑥.𝑙n𝑎 
 

(𝑙𝑛𝑥) ́ =
1
𝑥

 

(log𝑎 𝑥) ́ =
1

𝑥.𝑙𝑛𝑎
 

 

 :مشتق توابع هیپربولیک
(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥) ́ = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥) ́ = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 

 
(𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 

(𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐ℎ2𝑥 
 

 :مشتق توابع وارون هیپربولیک

(𝑠𝑖𝑛ℎ−1𝑥) ́ =
1

√1 + 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑠ℎ−1𝑥) ́ =
1

√𝑥2 − 1
 

 

(𝑡𝑎𝑛ℎ−1𝑥) ́ =
1

1 − 𝑥2         ,       |𝑥| < 1 

(𝑐𝑜𝑡ℎ−1𝑥) ́ =
1

1 − 𝑥2      ,      |𝑥| > 1 

 
  :ایمشتق توابع چند ضابطه

(|𝑥|) ́ =
|𝑥|

𝑥
              , 𝑥 ≠ ∘ 

 
([𝑥]) ́ = ∘           ,   𝑥 ∈ ℝ − ℤ  

 
(𝑠𝑔𝑛(𝑥)) ́ = ∘           ,       𝑥 ≠ ∘ 

 
(𝑢(𝑥)) ́ = ∘           , 𝑥 ≠ ∘ 
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 اند.های مشتق، مشتق توابع زیر محاسبه شدهفرمولبا استفاده از قواعد و  مثال:

(𝑥3𝑙𝑛𝑥) ́ = 3𝑥2.𝑙𝑛𝑥 +
1
𝑥

.𝑥3    

 
(𝑡𝑎𝑛.𝑒𝑥)´ = sec2𝑥.𝑒𝑥 + 𝑒𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥 

 

(
𝑠𝑖𝑛−1𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) ´ =

1
√1 − 𝑥2

.𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥.𝑠𝑖𝑛−1 𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

 

𝑦دیدیم که شیب خط مماس بر منحنی  = 𝑓(𝑥)ینقطه در𝑥 = 𝑥∘ با برابر است: 

 

𝑚 = 𝑓 ́(𝑥∘) 
 

𝑦 ی خط مماس بر منحنیبنابراین معادله = 𝑓(𝑥)ی در نقطه𝑥 = 𝑥∘  به صورت زیر  ،روی منحنی

 است:

𝑦 = 𝑓(𝑥∘) + 𝑓 ́(𝑥∘)(𝑥 − 𝑥∘) 
 

𝑓(𝑥)ی خط مماس بر منحنی    معادله .مثال =
1

√𝑥
𝑥ی را در نقطه   =  بیابید. 1

𝑓  ́(𝑥)   حل. = (
1

√𝑥
)  ́ =

−1

2√𝑥3        پس:    𝑚 = 𝑓  ́(1) =
−1

2
 بنابراین:     

𝑦 = 𝑓 (1) + 𝑓  ́(1)(𝑥 − 𝑦       یا      (1 = 1 +
−1

2
(𝑥 − 1) 

 

𝑓 (𝑥)شیب خط مماس بر منحنی    .مثال = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥  ی  را در نقطه𝑥  بیابید.  ∘=

𝑓  ́(𝑥)  حل. = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥          پس    𝑚 = 𝑓  ́(∘) = 𝑐𝑜𝑠ℎ ∘= 1 

 

 :شوندمشتق چپ و راست به صورت زیر تعریف می

 

𝑓+́(𝑥∘)                   مشتق راست = lim
𝑥→𝑥∘

+  
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
               

 

𝑓−́(𝑥∘)                          مشتق چپ = lim
𝑥→𝑥∘

− 
 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
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 ∘𝑥مشتق راست و مشتق چپ در اگر و فقط اگر  مشتق پذیر است  ∘𝑥ی در نقطه 𝑓(𝑥)تابع  .توجه

 وجود داشته و مساوی باشند.

𝑥ی  در نقطه  fدر هر یک از حالت های زیر تابع  = 𝑥∘  .مشتق پذیر نیست 

 

𝑥در    fالف(  = 𝑥∘  .ناپیوسته باشد 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥در    f  ب( = 𝑥∘ در این حالت مشتق چپ و راست با هم برابر نیستند. .شکستگی داشته باشد  

 

 

 

 

 

 

𝑥در     f ج(  = 𝑥∘   .در این حالت مماس قائم داشته باشد:       𝑓 ́(𝑥∘) = ∞ 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)مشتق پذیری تابع    .ثالم = √𝑥
 را بررسی کنید.   3

�́�(𝑥) حل. =
1

3 √𝑥23        ,   𝑥 (∘)�́�و             ∘ ≠ = (
1

3 √𝑥23 )|
𝑥=∘

= +∞      

𝑥تابع در  .).مشتق پذیر نیست   ∘ =  ( مشتق نامتناهی دارد

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع         .مثال = {
𝑥3                     𝑥 <∘
𝑥2               ∘≤ 𝑥 < 2

 𝑥 − 1              𝑥 ≥ 2   
 را بیابید.  

𝑥∘ 

𝑥∘ 

𝑥∘ 
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 کنیم.وجود مشتق را در نقاط مرزی بررسی می حل.

𝑓−́(∘) = (𝑥3) ́|𝑥=∘ = 3𝑥2|𝑥=∘ (∘)́+𝑓و    ∘= = (𝑥2) ́|𝑥=∘ = 2𝑥|𝑥=∘ =∘ 

𝑥در    fهمچنین  (∘)�́�   پیوسته است. پس  ∘= =∘  

𝑥در نقطه  =                            :بنابراین ناپیوسته و لذا مشتق پذیر نیست.   fتابع   2

�́�(𝑥) = {
 3 𝑥2                   𝑥 <∘ 
2 𝑥               ∘≤ 𝑥 < 2
1                     𝑥 > 2   

 

 

𝑥و فقط در نقطه ی    ℝتابعی مثال بزنید که دامنه آن  .مثال =  مشتق پذیر باشد.  1

       حل.

𝑓(𝑥) = {
 𝑥2 + 1             𝑥 ∈  ℚ
2 𝑥                  𝑥 ∉ ℚ

 

 

𝑥2از تساوی   + 1 = 2 𝑥   بدست می آید ،:  𝑥 = 𝑥 در  fپس   1 =  از طرفی پیوسته است.   1

�́�(𝑥)|
𝑥∈ ℚ

= 2𝑥    و   �́�(𝑥)|
𝑥∉ ℚ

= 𝑥 2از تساوی   و       2 = 𝑥 :آیدبدست می   2 = 1  

�́�(1)بنابراین    = 𝑥در نقاط     f، اما   2 ≠  ناپیوسته و لذا در این نقاط مشتق پذیر نیست.    1

 

 گیری ضمنیقاعده زنجیری و مشتق -3

𝑦فرض کنیم   = 𝑓(𝑥)   تابعی مشتق پذیر باشد، نمادهای دیگر مشتق𝑓(𝑥)  .به صورت زیر است 

�́�(𝑥) = �́� =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
است با این حال        �́�(𝑥)فقط به معنی   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= �́�(𝑥) = lim

∆𝑥→∘

∆𝑦

∆𝑥
  بنابراین    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
حد یک   

 کسر است و خواهیم دید که رفتارهای کسرگونه دارد.

 

 .زنجیریقاعده 

𝑢تابع  فرض کنیم = 𝑢(𝑥)  درx مشتق پذیر و تابع 𝑓(𝑢)  در  𝑢 مشتق پذیر باشد، آنگاه تابع

𝑦 = 𝑓(𝑢(𝑥))   درx  مشتق پذیر است و داریم: 

= �́�(𝑢).�́�(𝑥) �́�(𝑢(𝑥)) 
      :به عبارت دیگر 

�́�(𝑥) = �́�(𝑢).�́�(𝑥) 
 :، قاعده زنجیری به صورت زیر است لایپ نیتسیبا نماد 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
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𝑦هرگاه  .نکته = 𝑓(𝑢(𝑥)) ضریب   ،های مشتق، بنا به قاعده زنجیری به تمام فرمول�́�(𝑥) 

                   شود.  مثلاًمی ضرب
(𝑠𝑖𝑛𝑢) ́𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑢.�́�(𝑥) 

 

(√𝑢) ́𝑥 =
1

2√𝑥
.�́�(𝑥) 

 

(𝑡𝑎𝑛𝑥−1𝑢) ́𝑥 =
1

1 + 𝑢2 .�́�(𝑥) 

 .چند مثال

(𝑠𝑖𝑛 (√𝑥 )) ́ = cos(√𝑥) ×
1

2√𝑥
           (𝑢 = √𝑥)                

(𝑙𝑛 (
1
𝑥

 ))  ́ =
1
1
𝑥

 ×
−1
𝑥2                 (𝑢 =

1
𝑥

) 

(cos8 𝑥) ́ = 8 cos7 𝑥 × (−𝑠𝑖𝑛𝑥)       (𝑢 = cos 𝑥) 

(𝑡𝑎𝑛−1 (𝑥2 )) ́ =
1

1 + (𝑥2)2
× 2 𝑥          ( 𝑢 = 𝑥2) 

 

�́�(𝑥)اگر     .مثال = √𝑥2 + 𝑓، مشتق تابع     1 (
1

𝑥+4
 را بیابید.  (

𝑢اگر  حل. =
1

𝑥+4
 :، بنا به قاعده زنجیری 

(𝑓 (
1

𝑥 + 4
)  ) ´(𝑥) = �́�(𝑢).�́�(𝑥) = √𝑢2 + 1.

−1
(𝑥 + 4)2 

= √(
1

𝑥 + 4
)

2

+ 1 . 
−1

(𝑥 + 4)2 

 

𝑦اگر  .مشتق مراتب بالاتر = 𝑓(𝑥)  مشتق مراتب بالاتر ،f  در صورت وجود به صورت زیر است: 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = �̋�(𝑥) = 𝑓 (𝑥) = (�́�(𝑥)) ́ 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝑦(3)(𝑥) = 𝑓(3) (𝑥) = (𝑓(𝑥)) ́ 

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 = 𝑦(4)(𝑥) = 𝑓(4) (𝑥) = (𝑓(3)(𝑥)) ́ 
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𝑓(𝑥) اگر   .مثال = 𝑥𝑒3 𝑥 ی پانزدهم ، مشتق مرتبهf    را در𝑥  بیابید.   ∘ =

�́�(𝑥)               حل. = 𝑒3 𝑥 + 3 𝑥𝑒3 𝑥 = (3 𝑥 + 1)𝑒3 𝑥 

𝑓 (𝑥) = (32𝑥 + 2 × 3)𝑒3 𝑥 
𝑓(3) (𝑥) = (33𝑥 + 3 × 32)𝑒3 𝑥 
𝑓(4) (𝑥) = (34𝑥 + 4 × 33)𝑒3 𝑥 

 

 ی پانزدهم برابر است با: مشتق مرتبهبا ادامه این فرایند 

 𝑓(15) (𝑥) = (315𝑥 + 15 × 314)𝑒3 𝑥 
      𝑓(15) (∘) = 15 × 314                                             

 گیری ضمنیمشتق

,𝑓(𝑥ی با رابطه xتابعی ضمنی از   yاگر  𝑦)   xنسبت به  yباشد، با فرض مشتق پذیر بودن  ∘=

 نامند.گیری ضمنی میمعادله مشتق گرفت، این روش را مشتقتوان از طرفین می

 

́  𝑦(𝑥)ی   : در معادلهمثال ،   𝑥2 + 𝑦3 =  را بیابید.   1

𝑥 2 :  گیریممشتق می  معادله طرفین از .حل + 3𝑦2𝑦 ́ ́ 𝑦          لذا     ∘ = =  
−2 𝑥

3 𝑦2 

,𝑓(𝑥 با رابطه ی xتابعی ضمنی از   y فرض کنیم  𝑦) ́ 𝑦تحت شرایط مناسب   باشد. ∘ = (𝑥)   از

 :آیدفرمول زیر بدست می
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 ́ (𝑥) = −

𝑓𝑥

𝑓𝑦
 

  (شود.فرض می ثابت y) .است x نسبت به fمشتق   𝑓𝑥که در آن  

 (شود.فرض می ثابت x .)است y نسبت به fمشتق   𝑓𝑦 همچنین

  :         به طور مشابه .نکته
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑥 ́ (𝑦) = −

𝑓𝑦

𝑓𝑥
 

 

𝑥2مماس به هذلولی  ی خطمعادله .مثال + 2 𝑥𝑦 − 𝑦2 + 𝑥 =  بیابید.𝐴(1,2)  ی  را در نقطه2

   اگر حل.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑓𝑥

𝑓𝑦
= −

2 𝑥+2 𝑦+1

2 𝑥−2 𝑦
 :آنگاه       

        

𝑚 =  𝑦 ́ (𝑥) |
= −

2 + 4 + 1
2 − 4

=
7
2

𝐴(1,2)                 
 

 راین معادله خط مماس برابر است با : ببنا

𝑦 − 2 =
7
2

(𝑥 − 1) 
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ی   در معاله .مثال
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 
  ،  𝑥3 + 𝑦3 =  بیابید.   را  2

 

́ 𝑦     حل. =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

3𝑥2

3𝑦2 =
−𝑥2

𝑦2    پس:     𝑦 ́ .𝑦2 = −𝑥2   گیریماز طرفین مشتق می: 

�̋�.𝑦2 + 2 𝑦( 𝑦 ́ )2 = −2 𝑥 

́ 𝑦با جایگذاری   =
−𝑥2

𝑦2  آیددر معادله به دست می:   

�̋� =
−4 𝑥

𝑦5  

 مشتق تابع وارون

́ 𝑓مشتق پذیر و   Iروی فاصله   𝑓(𝑥)فرض کنیم تابع  قضیه. (𝑥)   رویI  )همواره مثبت )یا منفی

𝑓(𝑎)باشد و  = 𝑏 در این صورت   : 

(𝑓−1) ́(𝑏) =
1

𝑓 ́ (𝑎)
 

 

𝑦بنابراین قضیه اگر   = 𝑓−1(𝑥)   آنگاه ،    𝑦 ́ (𝑥) =
1

𝑥 ́ (𝑦)
 :داریم لایپ نیتسیو با نماد  

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑑𝑥
𝑑𝑦

 

 

𝑓(𝑥)اگر    .مثال = 𝑥 + 𝑒𝑥   مشتق ،𝑓−1    را در نقطه ی𝑥 =  بیابید.   1

(∘)𝑓   حل. = ́ 𝑓     و      1 (𝑥) = 1 + 𝑒𝑥  :مشتق وارون یبنا به قضیه    ∘ <

(𝑓−1)´(1) =
1

𝑓 ́ (∘)
=

1
2
 

 

𝑦مشتق تابع     .مثال = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥    .را بیابید 

𝑦  حل. = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥    پس       𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑦 همچنین𝑥 ́ (𝑦) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑦   بنا به قضیه:  

 

𝑦 ́ (𝑥) =
1

𝑥 ́ (𝑦)
=

1
𝑡𝑎𝑛2𝑦

=
1

1 + 𝑥2 

                  :بنابراین  

(𝑡𝑎𝑛−1𝑥) ́ =
1

1 + 𝑥2
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 مشتق لگاریتمی 

𝑦مشتق تابع     .مثال = 𝑥𝑥    ,     𝑥  را بیابید.      ∘<

𝑦از طرفین معادله   .حل = 𝑥𝑥   ،𝑙𝑛 گیریممی:       𝑙𝑛𝑦 = 𝑥𝑙𝑛𝑥  

        : گیریمی اخیر مشتق میاز طرفین معادله
𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛𝑥 + 1    

́ 𝑦                      لذا   = 𝑦(𝑙𝑛𝑥 + 1)   

 بنابراین:

𝑦 ́ = 𝑥𝑥(𝑙𝑛𝑥 + 1) 
 نامند.لگاریتم و بعد مشتق گرفتیم، مشتق لگاریتمی می  ابتدا را که روش  ابن

 

𝑓(𝑥)      مشتق تابع .مثال = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

       ,       𝑥  را بیابید.  ∘<

 

𝑦 .حل = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

𝑙𝑛𝑦         لذا        = 𝑥𝑙𝑛(1 +
1

𝑥
) 

𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛 (1 +

1
𝑥

) + 𝑥 (

−1
𝑥2

1 +
1
𝑥

) 

𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛 (1 +

1
𝑥

) + (
−1

𝑥 + 1
) 

    :     بنابراین

                             𝑦 ́ = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

(
−1

𝑥+1
+ 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑥
)) 

 

 دیفرانسیل  -4

𝑦فرض کنیم  = 𝑓(𝑥)  تابعی مشتق پذیر باشد، دیفرانسیلy شود.به صورت زیر تعریف می 

𝑑𝑦 = 𝑓 ́ (𝑥)𝑑𝑥 
تابعی بر حسب دو متغیر مستقل  dyباشد. در واقع و متغیری مستقل می  x،دیفرانسیل dxکه در آن 

x  وdx .است  

 

𝑦اگر   مثال: = 𝑥2 + 3 𝑥  دیفرانسیل ،y     را به ازای𝑥 = 𝑑𝑥و     1  حساب کنید.     1/∘=

 حل.

   𝑑𝑦 = 𝑦 ́ (𝑥)𝑑𝑥 = (2 𝑥 + 3)𝑑𝑥   به ازای ،𝑥 = 𝑑𝑥و     1  :آیدبدست می     1/∘=

 

𝑑𝑦 = (2 + 3) ∘/1 =∘/5 
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 حساب شده است.دیفرانسیل چند تابع در زیر 

𝑑(√𝑥) =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 

𝑑 (
1

𝑥
+ 𝑒𝑥) = (

−1

𝑥2 + 𝑒𝑥) 𝑑𝑥      

𝑑(−5 𝑥 + 1) = −5 𝑑𝑥 
 

𝑥∆ اگر   = 𝑥 − 𝑥∘  و ∆𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)      داریم       :𝑓 ́ (𝑥∘) = lim 
∆𝑥→∘

 
∆𝑦

∆𝑥
   

    :های کوچک 𝑥∆به ازای   

𝑓 ́ (𝑥) ≅
∆𝑦

∆𝑥
́ 𝑓   و یا      (𝑥∘)∆𝑥   ∆𝑦 ≅ 

 

𝑑𝑥اگر    = ∆𝑥   داریم:           ∆𝑦 ≅ 𝑓 ́ (𝑥∘)𝑑𝑥 

 

𝑦∆         :های کوچک 𝑥∆پس به ازای   ≅ 𝑑𝑦 
 

 

 فصل چهارم تمرینات -5

ی داده شده بیابید و عدد بدست آمده را به با استفاده از تعریف مشتق، مشتق توابع زیر را در نقطه -1

 کمیت تفسیر کنید. دو عنوان آهنگ تغییر

𝑓(𝑥)     الف(           = 𝑥2 + 𝑥  ,   𝑥∘ = 2        

   

𝑓(𝑥)     ب(           =
1

𝑥2   , 𝑥∘ = 1 

                

 مشتق بگیرید. -2

𝑓(𝑥)  الف(               = 𝑥3𝑒𝑥               )ب  𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑙𝑛𝑥   

 

𝑔(𝑥)   ج(                 =
𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥2+𝑥
𝑔(𝑥)د(                  =

𝑡𝑎𝑛−1𝑥

𝑥
 

                        

𝑓(𝑥)  معادله ی خط مماس بر منحنی     -3 =
𝑥2−1

𝑥
𝑥ی   را در نقطه  =  بیابید. 1

 

𝑦ی خط مماس بر منحنی معادله -4 = −𝑥2 + 2 𝑥 + را طوری بیابید که موازی خط       3

𝑦 = 4 𝑥 +  باشد.  1
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 مشتق بگیرید. -5

𝑓(𝑥)    الف(         = {
𝑥2 − 2         𝑥 < 2
4 𝑥 − 6         𝑥 ≥ 2

     

 

𝑔(𝑥)   (ب          = {

2

𝑥
+ 1                𝑥 ≥ 2

𝑥2 − 2      1 ≤ 𝑥 < 2
𝑥4 − 2 𝑥          𝑥 < 1

 

 
 و فقط در دو نقطه مشتق پذیر باشد.  ℝی آن  تابعی مثال بزنید که دامنه -6

 

 مشتق بگیرید: -7

𝑓(𝑥)  الف(       = √𝑥3 + 2 𝑥                 )ب  𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑠𝑖𝑛𝑥) 

 

𝑓(𝑡)    ج(        = 𝑠𝑖𝑛4𝑡                     )د  𝑔(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛−1(𝑒𝑥) 

 

𝑦     هـ(      = √cos (
1

𝑥
𝑦  و(              ( = 𝑠𝑖𝑛ℎ−1(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥) 

 

́ 𝑓  اگر -8 (𝑥) = 𝑙𝑛 (3 𝑥)    مشتق تابع ،𝑓 (
3 𝑥+1

𝑥
 را بیابید.   (

 

𝑥2 2√میزان تغییر  -9 + را نسبت به      4
𝑥2

1−𝑥2   در𝑥 =  بیابید.   2

 

𝑥اگر     -10 𝑦، مشتق تابع     ∘ < = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥  را بیابید.     

 

𝑦مشتق تابع   -11 = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥)2 𝑥+1   .را بدست آورید 

 

𝑥2ی دایرهبر با استفاده از مشتق ضمنی، شیب خط مماس -12 + 𝑦2 =  𝐴(3,4) یرا در نقطه 25

 بیابید.

 

𝑥2 4خط مماس بر بیضی  یمعادله -13 + 2 𝑥𝑦 +  𝑦2 =  یابید.ب   𝐴(−1,1) ی نقطه در را 3

 

 ی  در معادله -14
𝑑𝑥

𝑑𝑦
  ،  𝑥4 𝑦2 −  𝑥3𝑦 + 2 𝑥 𝑦3  را بدست آورید.    ∘ =
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𝑦2      سهمی ی خط مماس برمعادله -15 − 2 𝑦 + 2 − 𝑥     که از پیدا کنیدطوری را   ∘=

𝐵ی نقطه (
−9

2
,  .عبور کند  (1

 

�̋�(𝑥)   ،   √𝑥 یگیری ضمنی در معادلهبا استفاده از مشتق -16 + √𝑦 =  را بیابید.    1

 

 

 را ثابت کنید.با استفاده از مشتق توابع وارون، مشتق توابع زیر  -17

́ (𝑠𝑖𝑛−1𝑥)    الف(        =
1

√1−𝑥2
́ (𝑐𝑜𝑠ℎ−1𝑥)ب(               =

1

√𝑥2−1
 

 
𝑓(𝑥)اگر  -18 = 3 𝑥5 + 2 𝑥3    مشتق تابع ،𝑓−1   را در نقطه ی𝑥∘ =  بیابید.   5 

 

𝑦اگر  -19 = 𝑓−1(𝑥) مشتق دوم برای ی، فرمول  𝑓−1(𝑥)   .بیابید 

 

𝑓(𝑥)، تابع   25ی مشتق مرتبه -20 = ln 𝑥 ی را در نقطه𝑥∘ =  پیدا کنید. 1 

 

𝑓(𝑥)، تابع  35ی مشتق مرتبه -21 = 𝑥 sin 𝑥  .را پیدا کنید 

 

 دیفرانسیل توابع زیر را بیابید.- 22

𝑦الف(             = 𝑥4 − 3 𝑥                         )ب   𝑦 = 𝑒2 𝑥 +
1

𝑥
 

 

𝑥∆ اگر  -23 = 𝑥  و      1 = 4    ،     𝑦 =
2

𝑥
 را حساب کنید.    𝑑𝑦  و  𝑦∆ مقادیر      

 

 


